
SUR UNE CONTRADICTION APPà- 

bente DANS l.A DO CT RI NE DES LIGNES COURBES, 


PAR M. EULER, 


I. 

n croit généralement que la Geometrie fe diftingue des 
autres i'ciences, parce que tout qu’on y avance eli 
fondé fur des démonltrations les plus rigoureufes, & 
qCPîI -ne s’y trouve rien , qui puiflè donner occafion à des contro- 
verfes. En effet, puisque dans la Geometrie on n’admet d’autres pro- 
pofitions, que celles qui font parfaitement démontrées, on ne fau- 
roit comprendre, comment on pourront tomber en difpute, Encore 
moins fera- t-il podlble, que deux proposions folidement prouvées 
fojent en contradiction entr’elles, vu que les vérités, bien loin d’é- 
tre contraires, fe trouvent toujours dans la plus parfaite harmonie en- 
tr’elles. Et quoiqu’il arrive fou vent dans les autres fciences , que ' 
deux vérités feparoiflent contredire, oneft pourtant bien alluré, que 
ce n’cfl; qu’une contradiction apparente, qui tire pour la plus partlon 
origine des idées moins precifes, ou du deffauc d'une connoiilânce 
fufïïfante des choies, auxque Iles i 1 fà ut a voir égard. Par cette rai foi ion fe- 
ra d’autant plusporcé à croire, que dans la Géométrie de pareilles contra- 
dictions apparentes netrouventaucunlieu, puisqu'on eft bien éloigné 
de fe contenter des idées vagues, &oonfutfÏÏaminemde'terminces. 
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II. Neanmoins je m’en vai mettre devant les yeux deux pro- 
pofitiom de laGeomctrie, dont toutes les deux font ri goure ufement 
démontrées, qui paroiflent conduire aune contradiction ouverte. 
Cette difficulté fê rencontre dans la doctrine des lignes courbes, où 
pour les lignes courbes d’un certain ordre on fait combien de points 
il en faut pour la détermination. Ainlî une ligne du troifîeme ordre 
peut être décrite par 9 points donnés, oup points déterminent telle- 
ment une ligne du troifieme ordre, qu’il n’y a qu’elle feule qui puifleétre 
tirée par ces neufpoints. Mais il eft suffi démontré que deux lignes 
du y** ordre fe peuvent couper en neuf points ; donc, il peut arriver 
que deux lignes du troifieme ordre paflent par neuf points donnés, 
d’où il s’enfuit que neuf points ne font pas fuffifants pour déterminer 
une ligne du y»* ordre, ce qui eft contraire à ce qu’on vient d’avancer. 
Avant que d'expliquer & de déveloper cette contradiction apparen- 
te, il fera convenable de la mettre dans tout fbn jour, pour en mieux 
faire fentir l’importance. Pour cet effet je commencerai par l’expli- 
cation de ces deux propofitions mêmes, qui femblent renfermer 
cette contradiéïion. 
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HT. Comme une ligne du premier ordre, ou une droite, fe peut 
tirer par deux points donnés quelconques, ainfî une ligne du fécond 
ordre, otifection conique, fera tirée par jpoints, une ligne du troi- 
fieme ordre par 9 points, une du quatrième ordre par 14 points, & en 
general une ligne de l’ordre indiqué parle nombre », pourra être tirée 


par 


n n H— 2 » 

— points. 


Car ï’equation générale des lignes de 


cet ordre : 


»— r 


»-3 


Ay+(B+G*,i)H (D+E-^+Fx ï )y+(G+Hx+]4' 2 +Kx 3 )y~ f- Sec, 

fl ft 3 n t , 

contient +, coefficients arbitraires A, B, C,D, &c. Or 

chaque point donne, parlequü^la courbe doit paffer, fournit des valeurs 
données pour les coordonnées x &y, qui étantfubftituccsdonneront 

une 
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une équation. Donc 


n n 


3 » 


points donnés conduifent à autant 


d'équations, par lesquelles tous les cocfficicns A, B, C, &c. feront 
déterminés, & par confequentla courbe meme. Car quoique les 

coefficients foient d’un de plus, que les équations tirées de — - ~ 

2 

points, puisqu’il ne s’agit ici que du rapport mutuel entre les coëffi* 


cicnts, il n’en faut que 


« n n , 




équations pour déterminer tous 


ces rapports. 

IV. Deux lignes droites, ou du premier ordre, ne peuvent fe p r0 poC II. 
couper mutuellement qu’en un point; deux ferions coniques, ou 

deux lignes du fécond ordre, ne peuvent fe couper en plus qu’en 
quatre points. Deux lignes du troifieme ordre fe peuvent couper 
eii9points; deux lignes du quatrième ordre en lôpoints, &ainfi de 
fuite. Et comme une ligne de l’ordre w, peut-être coupée, par 
une ligne droite en m points, par une ligne du fécond ordre en zm 
points, par une ligne du troifieme ordre en 3»; points; a;nfi on fou- 
tient en général qu’une ligne de l’ordre m peut-être coupée par une 
ligne de l’ordre n en mn points. Cette propofitjon fe doit entendre, 
que le nombre des interférions de deux lignes courbes, dont l’une eft 
de l’ordre m, & l’autre de l’ordre », ne peut être plus grand que 
»/;/, bien qu’il foie fouvenr plue petit: quelques points d’inrcrfeéïion 
011 s’éloignant à l’infini, ou devenant imaginaires, La démonflration, 
de cette proposition n’cft pas fi aîfee, ik j’en parlerai plus amplement 
dans la fuite de ce drfeours. 

V. La vérité de ces deux propofitions étant reconnue, je rajv 
porterai premièrement les confcquences qu’on en tire, &qui paroiP 
fent être contradictoires. Enfuite je ferai voir le defaut, qui fe trouve 
dans ces conféquences, qui confiftedans une fort fubtile précipitation 
du faifonnemtnt, laquelle n’etant pas fi facile à découvrir, nous doit 
rendre extrêmement circonfpeéts , principalement dans les autres 
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fcîences, afin que nous ne nous taillions pas réduire pas de femblabîes 
contradictions apparentes. Car, fi dans laGeometric nous fommes 
afïùjettis à des difficultés fi remarquables, où il eft pourtant permis de 
ramener toutes les idées presque au pïus haut degré de juftellé, com- 
bien plus pourrons-nous être embarrafl’és dans les autres fciences, où 
31 n’eft pas poffible de parvenir à des idées aflifs precifes, & où il eft 
infiniment plus difficile de fe garantir de pareilles fautes dans le rat- 
foxincinent? Enfin je mettrai dans tout fon jour Ja maniéré dont il 
faut entendre ces deux propofitions, en y appliquant une certaine re- 
ltriCtion necefTairc, laquelle étant remarquée, toutes les contradi- 
ctions, quelques foiides qu’elles ayent pu paroitre, évanouiront tout 
d’un coup, & on s’appcrcevra, de lapins belle harmonie entre ces 
deux propofitions. 

I. Difficulté. VI. La premiere.contradiCtion femble dVbord le rencontrer 

dans la propriété des lignes du troifieme ordre , félon qu'on a 
égard ou à l’une ou à l'autre des deux propofitions générales rappor- 
tées. Voicy les conl'équences qu’on .en tire : 

J, Pu is qu'il faut j filon la première proportion, p points pour déterminer 
une ligne dit troifieme ordre ; par ÿ points donnés on ne peut tirer 
qu'une ligne du troifieme ordre. 

IL Or, filon la ficonde proportion, deux lignes du troiféme ordre je peu- 
vent couper en 9 points ; donc on pourra marquer 9 points, par 
lesquels peuvent pafi<.r deux lignes dit troifieme ordre. 

Ces deux conféquences fe contredifent ouvertement ; car dans lu 
première on foutient, que 9 points étant donnés, on ne fauroit dé- 
crire qu’une ligne du troifieme ordre qui paiïat par chacun de ces 9 
points. Neanmoins la fécondé confe'quence nous fut voir , qu’il y a 
une infinité de cas, où par neuf points donnés on puiffe faire pafiér 
deux lignes du troifieme ordre. 

J. Difficulté. Vil. La contradiction devient encore plus fenfible dans les lig- 

nes du quatrième & de plus hauts ordres. Pour le quatrième ordre 
les confèquences contradictoires font. 


/. Par 
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I. Par la premier e proportion, il faut 14 points pour déterminer une 

ligne du (juatrieme ordre : & partant 14 points étant donnés , on 
ne pourra décrire qu’une ligne de cet ordre , qui pajfe par tous ces 
points. 

II. Mais h fécondé proposition nous apprend 5 que deux lignes du qua- 
trième ordre fe peuvent couper mutuellement en 16 points : par 
eonjéquent dans ces cas il fera poffible de faire pajfer deux lignes 
du quatrième ordre par 16- points donnés , 

La corn radial ion de ces deux confequerrees efï rmnïfeffe, car s’il rïc- 
toit pas poffible de décrire plus d’une ligne du quatrième ordre par 14 
points donnés ; à plus forte raifon on ne lâuroic décrire deux lignes 
de cct ordre, qui paffâllcnt toutes les deux parles mêmes 16 points: 

VIII. Pour les lignes du cinquième ordre, nos deux propofi- 
lions générales nous fou mi fient ces deux confequences encofe plus 
contraires entr’elles. 

ï. Ln première proportion nous enfeignant que 20 points fuffifent pour 
déterminer une ligne du <■*>' ordre , il s’en Juit que par 20 points 
donnés on ne faurois décrire qu’une Jeule ligne du çw ordre. 

Il, Or la fécondé propofi lion nous qfiioe, que deux lignes du ordre 

fe peuvent couper mutuellement en 25 points. Donc il fera pojfible 
de marquer 15 points , par lesquels on fera en état de faire pnfier 
deux lignes du ordre. 

il y a pat confisquent des cas, ou 25 poin.es donnes r.e font pas fitfïi- 
fàncs pour déterminer la ligne du s me ordre, & pourtant la première 
conféquence nous veut perfuader qu’il ne faut que 20 points pour 
déterminer une ligne du cinquième ordre. Et il eft clair que dans 
les courbes dé plus hauts ordres, lia différence entre les nombres des 
points, qui tlevroîent lLffire à la détermination, devient encore plus 
grande. 

IX. Ces contradictions éttint tout a fait manifeftes, il faut ab- 
iblument, ou que l’une des deux pro polirions générales foit fauffe, 
ou que lescotiféqucnces, qu’on ena cirées, nefoieiic pas juftes. Pour la 
feconde proportion* quoiqu’on n’en trouve nulle part, à ce que je 

lâche. 



l"ache, une démonflration aflcs rigoureufe, elle efl pourtant tre's cer* 
taine, comme je le montrerai cy-apres ; üc les confcquences, qui eu 
ont été tirées, font fi claires qu’il ne refie pas le moindre doute de ce 
cote là. Car Ci par exemple deux lignes du quatrième ordre s’entre- 
coupent en 1 6 points, on fera abfolument forcé d’accorder, qu’il efl 
pofîîble de marquer 1 6 points , par lesquels on puiffe faire palier non 
feulement une, mais deux lignes du quatrième ordre, Donc tant la fé- 
condé propofition, que les confcquences, qu’on en a tirées, étant 
tout à fait avérées, nous fommes obligés de conclure, que c’efl dans 
la première propofition, ou dans la maniéré d’en tirer les confequen- 
ces marquées N'°- 1 , qu’il faut chercher quelque; paralogisme, 

X. Les conféquences, qu’on a tirées de la première propofi- 
tion, fontégalementbien fondées : car fi 9 points déterminent une 
Ihme du troifieme ordre, il s’enfuit, que par 9 points donnes on 11c 
fauroit tirer qu’une ligne de cet ordre : de meme que par deux points 
donnés on ne peut tirer qu’une ligne droite, & par cinq points donnes 
une feule feélion conique. Donc, fi l’equatîon générale pour les lignes 
, . , n n — (— 3 n 

de l’ordre n efl determmee par points, par lesquels elle 


doit palier, il ne fera paspolfible,que plus d’un cligne de cet ordre pafie 

par autant de points donnes, que cette formule contient 

d’unîtés.Ce n’eflpas donc dans les conféquences, qu’on vient de déduire 
de laprémiére propofition, qu’il faut chercherlafource de cescontradi- 
<flions : & par confisquent il ne relie que la première propofition mô- 
me, fur laquelle puilîe tomber le foupçon d’un paralogisme, quelque 
fondée qu’elle paroillè d’ailleurs. 

XI. En effet, en réfiêchifïànt bien fur l’état de la prémie'rc 
propofition, nous remarquerons qu’il peut y avoir des cas, où 

— - ^ - — points donnés ne font pas fuffifans pour déterminer la 

courbe de l’ordre », qui peut être tirée par ces points; ou, ce qui .re- 
vient 
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» »-h 3 « , . 

vient au meme que équations ne fufnfentpas pour deter- 

miner autant de coefficients, ou pour déterminer le rapport entre 

n n — J — 3 n . , . 

1— I coefficients : quoique ces coefncientsentrentdans 

chacune des équations, & qu’ils n’y occupent qu’une feule dimen- 
fion. D’ailietirsc’eft le cas le plus fîmple, où plusieurs inconnues doi- 
vent être déterminées par autant d’équations, puisque par l’élimina- 
tion fucceffîve de ces quantités inconnues, on demeure toujours au 
premier degré, de forte qu’on ne trouve jamais pour chaque incon- 
nue plus d’une valeur, qui par conféquent fera toujours réelle: Cir- 
conftance qui paroit d’autant plus confirmer la vérité de la première 
propofition, & l’affranchir de toute exception. 

XII. Cependant on ne doutera p!us, qu’on nedoiveappliquer 
à cette première propofîtion une certaine reftriélion, fans laquelle 
elle ns fauroic être vraie en général ; dés qu’on aura égard aux réfle- 
xions fui vantes. 

Premièrement donc je dis, pour commencer des cas les plusi. 
fi m pie s, qu’il peut arriver, que deux équations ne font pas fuffifantes 
pour déterminer les valeurs de deux inconnues, quoique toutes les 
deux entrent dans chacune de ces deux équations, & ny occupent 
qu’une feule dimenfion. Caron n’a qu’à regarder ces deux équations 
— -y — 5 & 4 — 6 x — 10 & on verra d’abord, qu’il n’eft pas 

poffîble d’en déterminer les deux inconnues x 6c y : puisqu’en élimi- 
nant l’une x , l’autre s’en va d’elle même, & ou obtient une équation 
identique,* dont on n’eft en état de déterminer rien. La raifon de 
cet accident faute d’abord aux yeux, puisque la fécondé équation fe 
change en 6 4* — 4 y ~ 10, qui n’ecant que la première 3 x- — 2 y — 

5 doublée, n’en différé point. C’eit pourquoi, quand on dit que pour 
déterminer deux quantités inconnues, il futfic d’avoir deux èqua- 
rions, il faut joindre à cetre propofition cette reftriétion, que ces 
deux équations foient differentes entr’elles, ou que l’une ne l'oit pas 
déjà comprife dans l’autre & ce n’eft qu’avec cette reftri&ion , que la. 
dite propofition puiffè être admife. 
hOmatrrt de CAcadtwiic Tam.Jf, Ff XIII. 
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lIRéfifrîon. XIII. En fécond lieu, on recomioitra aifément, que trois équa- 
tions peuvent ne fuffire pas à déterminer trois quantités inconnues. 
Car s’il arrive le même cas, que dans la réflexion precedente, qu’une 
des trois équationsfoic comprifedans une des deux autres, auquel cas 
les trois équations ne valent que deux ; alors il fera impoflibJe d’en 
déterminer les trois inconnues. Comme fi Ton avoit ces trois 
équations : 

4 * — 6 y -h 10 z ~ 16 

3* - jy + 7 * Z 9 

2 -v — 3 y — H 5 2 — 8 

il efl clair que' la première ne différant de lp ne contribue rien à 
la détermination des trois inconnues x,y & z. Mais il y a aufiï des 
cas, où une des trois équations efl contenue dans les deux autre» 
conjointement , comme li l’on avoit ces trois équations : 

2 x — 3 y — f- 5 z — 8 

3* - 5y -h 7 Z ~ 9 

y - b 3 2 — 7 

où la fomme de la première & troifieme produit la fécondé. Dans ce 
cas on peut obmettre telle de ces trois équations qu’on voudra , & il 
efl de même que s’il n’y avoit que deux équations. Ainfi quand on 
dit, que pour déterminer trois inconnues, il fufîk d'avoir trois é- 
quations, il y faut ajouter cette reflriélion, que ccs rrois équations 
different tellement entr’elles, qu’aucune ne l'oit déjà comprifc dons 
les autres. 

III Réflexion XIV. II en efl: de même de quatre équations, qui 11e font fuf- 

fîfantes à déterminer quatre quantités inconnues, qu’au ras qu’eiles 
foienc toutes differentes entr’elles, ou qu’aucune ne foit déjà renfer- 
mée dans les autres. Car fi une efl déjà comprife dans les trois autres, 
ces quatre équations doivent être regardées, comme s’il n’y avoic 
que trois. II peut même arriver, que deux équations foie nt déjà 
comprifes dans les deux autres, & alors il n’y aura que deux e'quations, 
qui refient dans le calcul, &par confisquent deux inconnues relie- 
ront 


m 



font indètefu'.inées. Comme fi l’on ctoit parvenu à ces quacre é- 
quadons : 


5 x 

2 x 

X 

3 x 


t j 


3 ) + 5 ‘* 

i3 y 


6 V 20 ~ 0 

14* -H 15 u -h 16 — a 
• ç v — 4 

. ar ayant tiré de la troilieme 

tj y -f 14 z — ry v — 16 , & l’ayant fubftituée 

i- j • _33*-36»“?a 

fécondé pour avoir : y ~ — 

■ *9 


loy — 9 2 -f“ 9 v — 4 “ » 
elles ne vaudroienc que deux. Car ayant tiré de la troifieme la va* 
leur de x ” — rj y -f* 14 z — ry v — 16 , & l’ayant fubftituée dans la 

& 


232-4- ^ 3?H— 2 1 a 


p 

-, pesdeux valeurs d« x & y étant fubftituées 


1 uvu/v *4 / VI 

29 

dans la première & quatrième équation conduiront à 
identiques, de foreeque les quantités z & v refteront 


à des équations 


XV. La même circonfhncç peut avoir lieu en quelque nom- IV.Rcflt^on. 
bre d’équations qu’on voudra, de forte que quand même on au- 
foit autant d’équations, qu’il y a d’inconnues, elles ne pourraient 
pas être futlîfantes à les déterminer toutes. Car une des quantités 
inconnues reftera indéterminée, fi une des équations proposes eft 
renfermée dans tes autres. -De plus, deux ou plu Heurs quantités incon- 
nues refteront indéterminées, s’il y a parmi, les équations deux ou 
plufieurs, qui (ont déjà renfermées dans les autres , & qui par confé- 
qusnt ne contribuent rien I la détermination des inconnues. C’eft 
pourquoi quand onfoutient, que pour déterminer « quantités incon- 
nues, il fuffit d'avoir» équations, quiexpriment leur rapport mutuel, 
il y faut ajouter cette reftriéhon, que toutes les équations foient dif- 
ferentes mtdclles, ou qu’il n’y en ait aucune qui fait déjà renfermée 


dans les autres. 


XVI- Apres ces réflexions on conviendra ai Cément, que pour 
la détermination de la ligne courbe d’un certain degré le nombre des 
points, qui félon la première pronofition parait fuffifant, peut en 

F f 1 certains 
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certains cas devenir infuffîfant, puisque cette détermination fe réduit 
à la détermination d’un certain nombre de coefficients par autant d’é- 
quations, qui, à ce que nous venons de voir, peuvent quelque* 
foisdevenir infuffifantes àcedefTein. Pour connoitreces cas, je con- 
fidercrai premièrement l’équation générale pour les lignes droites au 
du premier ordre.- ce y + -\-y—o } & foient propofés deux points, 

par lesquels doive pafiér une ligne de cet ordre. Ayant choifi une 
ligne droite quelconque pour a x r, foient a & b les coordonnées 
pour premier point & cd 7 pour l’autre: ou pour le premier point 
on aura x ~ y~b\ & pour l’autre x~c\ y~d\ d’où nous 
tirerons ces deux équations : 

et b | ë ü | y __ o . et d ■ | - f r J y 1 o 


de la différence desquelles nous aurons : rz ^ Le rap- 

port donc entre et & £ feratoujours déterminé, à moins qu’il ne foit 
c ~-a & à~ b 7 auquel cas les deux points tombent l’un fur l’autre. 
Donc deux points déterminent une ligne droite, pourvu qu’ils ne 
foient pas coïncidents. Reftriétion qui s’entend de loi meme dans 
la deferiptionide toutes les autres lignes courbes, parce que deux 
points qui tombentl’un lui* l’autre, ne lontreputés que comme un leul. 

XVII. L’équation générale pour les lignes du fécond degré 
étant : 


cl x 2 y — 1— y y 2 S x g y — \- g’m o 

que 5 points foient propolls, par lesquels on doive décrire une li- 
gne du fécond ordre. Pourabréger le calcul, qu’on prenne une li- 
gne droite , qui paffè par deux de ces points, pour axe, & une au- 
tre ligne cirée par im de ccs deux points, & un troifîeme, répréfente 
l’inclinaifon des appliquées, puisqu’il eft indifférent de les fuppofer 
perpendiculaires à l’axe, ou non. Cela fuppofé, foient les valeurs 
«e .v & jf pour ces 5 points donnés ; 


x ~ 


y ~ 


II 

ni 

IV 

a 

0 

c 

0 

è 

d 


V 

e 

J 


0 

0 


De 
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De là nous aurons les $ équations fuivantes : 

J. £ = a 

If» fit <3 ® " | '■ $ il ] 1 ^ 0 

iu. ■ y £ 2 -J- H- £ — O 

IV. a c 2 — ë c d — y d 2 — $ c — e d — <frr a 

V. a e 2 -h g ef-{~ y^+if + f g 


Des trois premières nous avons d'abord : 

^ — o i S — — a a i &: £ — - y b. 
ccs valeurs étant fubftîtuécs dans les -deux dernières donnent ces 
équations 

et c % + ëc d — y d 2 — (tac — ybdzzo 
a e z g e f -f- y J 2 — (ta e — ylf~o 
que détermineront )3 courbe cherchée , à moins qu’elles’ ne foient 
pas équivalentes. Or ce cas arrivera, quand les deux valeurs de £ 
qu’on en tire feront les mêmes 

£— a c S±~j) "+~ y à [h - à') a c (ff-QH -yf(&-f) 

— ad — s f 


, , r a — c a — c e b — d b - f r 

t . H. d. fi ; — “ — & — — ; OU fi. 

d f C e 7 

cf — de » . de — cf . , 

tf = ~ — j~ cz b — — — —, Par la on voit , que les cinq 


joints donnés peuvent être tellement dispofes, que la ligne du fécond 
ordre n’enefl pas déterminée, & puisque un coefficient demeure 
indéterminé, il s’enfuit que par ces cinq points donnés on pourra 
faire pafîcr une infinité de lignes du fécond ordre. 


XVIII. Si nous confiderons de plus prés ce cas, où les cinq 
points donnés peuvent: être infuffifants pour déterminer la ligne du 
fécond ordre, nous remarquerons aifément que cela arrive, quand 
quatre de ces cinq points donnés font dispofés dans une ligne droi- 

Ff$ te. 


a — e 


* — t 


ce. 


Cela deviendra aflïs clair, fi des e'quations 



tz± - h —L 

e * 


nous tirons les valeurs f zz 


^ ( a — e) 
a r- c 



& 




t{b- d 

— ce qui donne (e — * ) (/i d<— a b -f- b c) Zl e. Lorsque 

ü 

«“Cjilyaumufli/:^/, &deux poinrs tombent l’un fur l’autre; le- 
quel cas s’exclut de lui même. Soit donc a d~— a b\^ b c Z^Z Q ott 

rf” b — & on trouvera/rr b — ; on n*a à prêtent qu'à 


regarder ces formules geometriquement , pour s’aflurer, que qua- 
tre points font fieués en ligne droite. Il nauroit pas été difficile de de- 
viner d’abord ce cas , car puisque le fécond ordre renferme auffi deux 
lignes droites fituces d'une maniéré quelconque , on reconnoît, que 
fi trois des cinq points donnés font en ligne droite, celle *cy fer* 
part de b ligne du fécond ordre, & l’autre droite conjuguée fera dé" 
terminée par les deux autres points, Donc, fi quatre points font fi* 
tués on ligne droite, celle-cy fera part de la ligné cherchée, mais l'au- 
tre partie, ou l’autre ligne droite paflcra par le cinquième point, & 
n’ayant pas d’autres déterminations, on la pourra tirer comme on 
voudra. Si tous les cinq points donne's étoiene fitués en ligne 
droite , cette même droite avec toute autre quelconque fatisferoicà la 
queftion; donc, cç cas lera t encore moins déterminé que le pré- 
cèdent. 

XIX, L’equation générale pour les lignes du troifieme ordre 
étant : 

Ctx 3 +£x î jH-y.ry 2 -hÆy 3 + » ar 2 -4-^ry+'qy 9 •+ 5 2 j H- K = 0 
il faut définir neuf coefficients par le dixiéme, pour que l’equation 
ou la ligne de cet ordre (bit déterminée. Donc fi neuf points font 
donnés, par lesquels cette ligne doit pafîèr, chacun fournifianc une 
équation, la ligne fera déterminée , pourvu que ces neuf équations 
foient toutes differentes entr’elles, 6c qu’il n’yj en aitaucune, quifoit 

déjà 
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déjà comprifc dans les autres. Or on comprendra aife'ment, qu’il y 
a une infinité de cas, où non feulementune, mais auflî deux, ou plu- 
fieurs des neuf équations peuvent déjà être renfermées dans les autres: 
& par confequent dans ces cas la courbe ne fera point déterminée par 
les 9 points propofés, mais on y pourra encore ajouter le dixième, & 
meme l’onzieme, Ou ledouzieme, afin que la détermination devienne 
complette. 11 eft cependant fort difficile de définir ces cas générale- 
ment, comme j’ai fait pour les lignes du fécond ordre, puisque le 
calcul à caufe du grand nombre des points, & des coefficients, devien- 
droittrop compliqué. Neanmoins il n’eft pas difficile de découvrir 
plufieurs cas particuliers, où ce defaut dans la détermination a lieu; 
desquels on ne conclurra pas difficilement, que le nombre detelscas 
peut être infiniment grand, ce qui fuffit pour mon dcfièin. 

XX. On fait que I’équarion générale du troifîeme ordre com- 
prend, outre les lignes courbes de cet ordre; auflî ou trois lignes droi- 
tes, ou une ligne droite jointe à une feéïiori conique. Donc fi des 
neuf points donnés quatre font difpofe's en ligne droite, puisque 
dans les lignes courbes de cet ordre il n’y a pas quatre points en ligne 
droite, cette ligne droite tirée par ces quatre points conftituera une 
partie de la figure cherchée, <Sî les cinq autre points détermineront 
l’autre partie, qui fera ou une feftion conique, ou deux droites ; & 
ici peut déjà avoir lieu le cas precedent de marque de détermination. 
Mais fuppolons que 5 points foient fitués en ligne droite, qui con- 
ftituera une parue de la figure, & il cft clair que les autres 4 points 
ne font pas fuffifants pour déterminer l’autre partie. Dans ce cas 
donc on aura befoin de dix points pour déterminer la figure : or fi 
des points propofés ilyenadfitués en figue droite, il en faut encore 
t ik partant en tout 11 points pour déterminer entièrement la queftion. 
Et de là il eft évident, qu’il peut arriver, que quelque grand nombre 
que ce foit de points, ne foit pas firffifant pour Indétermination 
d’une ligne du troificme ordre, qui doit paflbr par tous ces points. 

XXI. Comme ces cas n’ont lieu que dans les lignes droites 
qui font comprifes dans l’équation générale des lignes du trojfieme 

ordre 
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ordre, on doutera peut être, fi la meme chofe peut arriver dans Tes 
lignes courbes de troifieme ordre, ou fi neuf points peuvent être in- 
■futfifants pour déterminer une ligne courbe propre à cet ordre. Pour 
prouver cela je ne confidererai qu’un cas, où les neuf points donnés 

font dispofés en quarré abcdefgbi \ que l’axe abc 
foie cîrc par les points def,Sz d e f 

que le point e loit le commencement g b i 

des abfciflfes. Nommant l’interv3lle de 

deux -points ~ a, nous aurons pour l'abfcifle xzz 0, trois valeurs 
pour l’appliquée y, qui font 0, *f a, ik — a; ■& ces mêmes trois va- 
leurs répondront auffi à 1’abcifiê.r zza t ikïx zr — a. A' ces valeurs 
répondra cette équation 

m y (y y — a a) ” ?* .t (xx—a a) 
où le rapport des coefficients m & n peut être quelconque, de forte 
qu’une infinité de lignes du troifieme ordre peut être indiquée, qui 
patient toutes par- ces points donnés. 

* 1 

XXII. ïl eft bien vrai que cette équation renferme auffi des li- 
gnes droires, & des ferions coniques : car fi n ~0, on aura trois li- 
gnes droites a c, dfikgi : ûtnzzo, on aura trois lignes droicesag, 
b h & c i : fi m~ », on aura une droite m t i , & une ellipfe tirée 
par les points b c fdg b : ikfimzz — », la ligne du troifieme or- 
dre fera compofée d’une ligne droite c eg & d’une ellipfe qui pafi'e 
parles points a b d f b i . Mais dans tous les autres rapports, qu’on 
pofe entre w&», on aura toujours une vraie ligne courbe, qui patTe 
par les neuf points donnés. Et de là on comprendra aifèmcnc que 
toutes les fois, que deux lignes du troifieme ordre, fe coupent en 9 
points, ces points feront tels, qu'ils ne déterminent pas tout à fait la 
ligne du troifieme ordre, & que dans l’équation générale, après 
qu’on l’aura appliquée à ces neuf points, il reliera un coefficient in- 
déterminé. Dans ces cas donc, il n’y aura pas feulement deux lignes 
du troifieme ordre, mais une infinité de lignes de cet ordre, qui peu- 
vent toutes être décrites par ces neuf points. 


XXIII. 
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XXIÏÏ.Quanddeuxlignesdu quatrième ordre s’entrecoupent en 
points, puisque 14 points, lorsqu’ils conduifentà des équations toutes 
differentes entr’elles, font fuffifants pourdéterminerune ligne de cet 
ordre; ces i (5 points feront toujourstels, que trois ou plufîeurs des 
équations, qui en réfuitent, font déjà comprifes dans les autres. De 
forte que ces 16 points ne déterminent plusque s’il n’y en avoir que 
13, ou il, ou encore moins, & partant pour déterminer la courbe en- 
tièrement, on pourra encore à ces 1 6 points ajouter un ou deux 
points. La même chofe arrivera fi deux lignes du cinquième ordre 
fc coupent Tune l’autre en 25 points, qui n’etant pas fuffifants à de* 
terminerla courbe, ils ne vaudront plus que rp, ou même 18, de for- 
te que 6 ou 7 points font fuperflus : & partant ces points feront 
toujours tellement dispofos, que dés que la courbe paflè par 19 de ces 
points, elle paflèra d’elle meme suffi par les autres, ou il fora impos- 
able qu’elle pafle par ïp points, fans pafîèr en même tems par tous 
les 25. Ces reflétions étant bien comprifes, on rèfoudra ailément 
toutes les autres ditKcultcs, qui pourvoient naître de la comparaifon 
des deux propofitions générales, que j’ai rapportées dans le commen- 
cement de ce difeours. 
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